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L’etude des feuilletages Lagrangiens gineralise l’etude geometrique des syste- 
mes hamiltoniens completement intigrables: si le systime hamiltonien 
(M2? w, H) est muni de n integrales premieres en involution fonctionellement 
independantes dans l’ouvert U, les composantes connexes des surfaces de ni- 
veau de ces integrales definissent dans U un feuilletage Lagrangien C~,J. Le 
theoreme classique d’Arnold-Liouville [Ar] dit que, si une feuille LO de La est 
compacte, le feuilletage est dtfini au voisinage de LO par une action hamilto- 
nienne libre de T”. 
De faGon generale, soient (M2”, w, C) une variete symplectique munie d’un 
feuilletage Lagrangien C, et LO une feuille compacte de C. On se propose 
d’etudier le feuilletage au voisinage de LO. On sait [We] que 150 est munie d’une 
connexion affine plate VO, et c’est le couple (LO, 00) qui sera pour nous a pro- 
prement parler la feuille du feuilletage Lagrangien. On identifiera, toujours 
suivant [We], un voisinage ouvert U de LO dans (M, w) a un voisinage ouvert UO 
de la section nulle dans (T*Lo, wg). Dans (T*Lo, wg), la connexion Vs d&nit un 
nouveau feuilletage Lagrangien CO: si (q’, . , q”) est un systeme de co- 
ordonntes locales affines sur LO, dans les coordonnees correspondantes (q’,pi) 
de T*Lo, G-, sera defini par {dpi = 0). Finalement, dans UO = U, on aura deux 
feuilletages Lagrangiens, L: et LO, admettant ous deux (LO, VO) comme feuille. 
On dira que fZ0 est le 1inkarisC symplectique de C au voisinage de LO. On dira 
que L est symplectiquement linkarisable au voisinage de LO s’il est sym- 
plectiquement equivalent a son linearise. Une condition necessaire est bien 
entendu que les deux feuilletages aient la mCme dynamique, c.a.d. la meme 
holonomie. 
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L’holonomie lineaire de LO, dans C comme dans CO, correspond via la dualite 
symplectique a l’holonomie de la connexion VO [Da]; comme d’autre part l’ho- 
lonomie de LO dans fZo est visiblement lineaire, on s’interessera en particulier 
au cas oti l’holonomie de LO dans C est linkarisable. 
Si VO est sans holonomie, (LO, VO) est un tore plat. L’hypothese de linearisa- 
tion de l’holonomie signifie que C est simple; on se trouve alors dans les con- 
ditions du thtoreme d’Arnold-Liouville, et le feuilletage Lagrangien est sym- 
plectiquement linearisable. 
Si n = 1, I’hypothese de linearisation de l’holonomie suffit aussi pour con- 
clure que le feuilletage Lagrangien est symplectiquement lintarisable [MO]; 
l’argument Clementaire, est rapptle ci-dessous. 
En dimension 4, la situation est deja plus compliquee. On se borne ici au cas 
ou (LO, VO) = (U*, V,vy), VN~ Ctant la stucture affine plate complete a holono- 
mie entiere d&rite par N. Kuiper [Ku] et T. Nagano-Yagi [N-Y]. Dans [Cur], un 
premier exemple de feuilletage Lagrangien ayant (U’, VNY) comme feuille 
compacte a holonomie lintarisable, mais qui n’est pas symplectiquement li- 
nearisable, a et& decrit. L’etude systtmatique de ce type de feuilletage La- 
grangien, entreprise dans [Cur-Mo( l)] et [Cur-Mo(2)], trouve ici sa conclusion 
sous forme d’un theoreme de classtjication: 
Th&orkme B. Les germes de ,feuilletage Lagrangien au voisinage d’une feuille 
compacte (U*, V,r) d holonomie linearisable sont classtjies a symplecto- 
morphisme pres par les germes a lbrigine de fonctions f (w) dune variable, avec 
f(0) = 1. 
Au $1, on traite le cas n = 1, puis on precise les don&es dans le cas ou 
(Lo, Vo) = (T2, V NY en introduisant des coordonnees adapttes a la situation ) 
Ctudiee, dans le cotangent du tore T2. 
Au $2, on donne une methode gdnerale de reduction pour l’etude des feuille- 
tages Lagrangiens au voisinage d’une feuille compacte (LO, ‘700) d holonomie li- 
ntarisable: l’outil essentiel est un thtoreme de prolongement generalisant le 
theoreme d’Arnold-Liouville: 
ThCo&me A. Si le tore Uk agit (librement) par translations sur if ‘G). cette 
action seprolonge au voisinage de lafeuille en une action hamiltonie; , !uF~’ ente 
au feuilletage, et ceci de faGon unique. 
En passant au quotient par cette action, on obtient une variete de Poisson re- 
guliere munie d’un feuilletage projete; pour classifier a symplectomorphisme 
pres le germe du feuilletage Lagrangien initial, on comencera par la classifica- 
tion, a equivalence Poissonnienne pi-es, du germe de feuilletage projete. 
Au $3, on utilise cette mtthode pour demontrer le Theoreme B. Ici k = 1, la 
variete de Poisson quotient P est de dimension 3, et on peut la munir de co- 
ordonnees standard. Si l’on restreint le feuilletage projete a la feuille sym- 
plectique de P qui contient la projection de la feuille compacte etudiie LO = T2, 
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on obtient une rPduction de Marsden- Weinstein du feuilletage Lagrangien con- 
sidere par l’action hamiltonienne de S’. Le feuilletage Lagrangien reduit est un 
feuilletage en cercles, qui determine une variable action transverse. L’expression 
de cette variable action en coordonntes standard definit l’invariant sym- 
plectiquef(w) dont on peut donner Cgalement une interpretation afine. Le seul 
point non trivial est de prouver que l’invariant obtenu classifie bien le germe du 
feuilletage Lagrangien Ctudie. 
Nous remercions le referee de nous avoir suggert quelques ameliorations de 
la redaction. 
1. PRELIMINAIRES 
La differentiabilite est entendue au sens C”. 
1.1. Casotin=l 
Lo est alors un cercle. Si l’holonomie de LO est linearisable et non triviale, elle 
est engendree, relativement a une coordonnee transverse convenablement 
choisie y, par une contraction y + Ay, ou X < 1. D’ailleurs, le germe en un 
point de la coordonnee transverse y est bien defini a homothttie pres. 
Fixons alors po E LO = S’, et une transversale C passant par po. On complete 
la coordonnee transverse y en une carte locale de Darboux (x, v), 06 C est dtfi- 
nie par x = 0 et S’ par y = 0. Du fait que la coordonnee transverse est bien 
definie a homothttie pres, son champ hamiltonien X, est bien dtfini a facteur 
constant pres, de sorte qu’il se prolonge canoniquement jusqu’au premier re- 
tour en PO. En l’integrant, on obtient une application locale 4 de premier retour 
telle que @JO) = PO. En coordonnees (x, y), elle s’ecrit 
~(x,Y) = (; + gb), x.l;) avec do) = 0. 
On voit immediatement que J!T est symplectiquement linearisable si, et seule- 
ment si, il existe une autre transversale C’ en p0 telle que 4(C’) = C’. Une telle 
transversale s’ecrira C’ = {(h(y), y)} ou h(O) = 0. La condition 4(C’) = C’ s’ecrit 
alors: 
WAY) - h(Y) = MY). 
La seule solution est donnee par 
h(y) = -+z Akf ‘g(Aky) 
k=O 
et, comme X < 1, on voit que C’ est differentiable. 
1.2. Cas oti (LO, Vs) = (T*, VNY) 
(U2, VN~) s’identifie au quotient de R*, muni de sa connexion standard, par les 
relations d’equivalence (X,JJ) w (x + 1,~) et (x,~) N (x + y, y + 1). Ceci Ctant, 
( T*U*,W~) s’identifie au quotient de R4, muni de la forme standard 
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wo = dx A du + dy A dv, par les relations (x, y, U, w) N (x + 1, y, u, v) et 
(x, y, U, w) N (x + y, y + 1, u, TJ - u); on notera [x, y, U, w] la classe d’kquivalence 
de (x, y, U, w). Le feuilletage CO sur R4 dtfini par du = dv = 0 se projette alors 
sur T*U2 suivant le feuilletage Lagrangien lintaire CO associi: i VNY. 
Observons que la correspondance 
y2 +y) mod.1, y mod.1, u, w+uy 
permet d’identifier T*U2 A U2 x R2, muni des coordonnkes (@, 02! U, w), de 
manikre que, dans ces coordonnkes, wg s’6crit 
wo=dt”Adu+d02A dw+;du . 
[ I 
On considkre I!?‘, e2, u, w, comme les ‘coordonntes standard’ sur T*T2. Dans ces 
coordonnkes, la projection T*U2 --f U2 s’krit simplement (e’, 02, u, w) --) 
(@, 02); le feuilletage Lagrangien CO est d6fini par du = dw - ude2 = 0, et sur la 
section nulle du cotangent les champs de vecteurs d/6’@’ et (6’/ae2) - 82(d/d0’), 
le second Ctant multivaluk, dkfinissent la structure affine comme un paral- 
Mlisme intkgrable local. 
L’action de S’ sur (U', VNY) dkfinie par (Y . (O’, ft2) = (0’ + a, 02) respecte la 
structure affine, et se prolonge en une action hamiltonienne sur ( T*U2, WO), de 
moment U, dkfinie par (Y . (O’, 02, u, w) = (0’ + a, t12, u, w). Cette action respecte 
chaque feuille de Lo. L’espace de ses orbites est PO = S’ x lR2, avec ses co- 
ordonnkes standard (e2, U, w). C’est une varitttk. de Poisson, dont le feuilletage 
symplectique st dkfini par du = 0, la forme symplectique des feuilles Ctant dk- 
finie par do2 A dw. Le feuilletage LO se projette sur PO en un flot 20 d’kquations 
du = dw - udo2 = 0. 
Dans la suite, on s’intkessera A un feuilletage Lagrangien (M4, w, L) admet- 
tant (U2, VNY) comme feuille h holonomie Zintarisable. En vue de classifier les 
germes de feuilletage Lagrangien au voisinage d’une telle feuille, on va com- 
mencer au paragraphe suivant par donner une mkthode g&n&ale de rtduction. 
2. METHODE GENERALE DE REDUCTION 
2.1. Soit (LO, Vo) me n-variCtC affine 
On dira que le tore Uk agitpar translations sur (LO, VO) si son action est libre et 
respecte la structure affine. On notera alors (LO, 00) la (n - k)-variktk affine des 
orbites de cette action. 
L’action se prolonge A (T*Lo, ~0) en une action hamiltonienne le long des 
feuilles du feuilletage Lagrangien LO lintaire associt A VO. On observera que 
l’holonomie de & le long des orbites de Tk est triviale. 
L’espace des orbites de l’action prolong&e st une (2n - k)-varittk de Poisson 
(PO, A,). Le moment JO : T*Lo --t Rk, normali& par la condition Jo(Lo) = 0, se 
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factorise en une submersion JpO : PO + IF@ dont les fibres sont les feuilles sym- 
plectiques de (PO, A,). 
Le feuilletage LO se projette sur PO suivant un feuilletage CO, qui est La- 
grangien dans chaque feuille symplectique. En particulier, J&l (0) s’identifie a 
T*Lo. Pour rendre les notations plus coherentes, notons wo la forme sym- 
plectique standard de T*& et 130 le feuilletage Lagrangien lineaire associe a 
VO. Alors (T*Lo, GO, ,&) apparait comme la reduction de Marsden-Weinstein 
de (T’Lo, wg, LO) par l’action hamiltonienne de Tk. 
2.2. Thborkme de prolongement 
ThCor&me A. Soient (M, w, C) une varitte symplectique munie d’un feuilletage 
Lagrangien, et (LO, VO) une feuille compacte a holonomie linearisable. Si Tk agit 
par translations sur (LO, VO), cette action se prolonge de manitre unique, au voi- 
sinage de LO, en une action hamiltonienne le long des feuilles de C. 
On remarque que, lorsque k = dim .Lo, le resultat est une reformulation du 
theoreme d’Arnold-Liouville. 
Demonstration. 11 suffit de prouver le resultat pour k = 1; en l’appliquant en effet 
aux k facteurs de Tk = S’ x . . . x S’, on obtiendra dans un voisinage de Lo k 
actions hamiltoniennes de S’. Comme ces actions sont le long des feuilles de C, 
leurs moments sont basiques pour Ic, et par suite commutent pour le crochet de 
Poisson. In en resulte que les generateurs infinittsimaux de ces actions com- 
mutent, de sorte qu’on obtient bien une action hamiltonienne de Uk. 
Supposons done k = 1. Soit XL,, le generateur infinitesimal de l’action de S’ 
sur LO. Si y est une orbite de cette action, l’holonomie lineaire de VO le long de y 
est triviale. Compte tenue de l’hypothese de lintarisabilite de l’holonomie, la 
restriction de C a un voisinage ouvert U, de y dans M sera simple. 
Soit CO une transversale dans U, a C en un point x0 de y. On peut trouver une 
fonction differentiable fo sur CO telle que, si f est la fonction basique corres- 
pondante dans U,, X’(XO) = X,(x0). On aura alors Xf = X, en tout point de 
y. Le champ hamiltonien Xf est tangent a 13, et son flot $J, au temps 1 fixe tous 
les points de y. D’autre part, XJ est sur chaque feuille parallele pour la structure 
affine de la feuille. On identifie le fibre tangent a C le long de CO a CO x R”, de 
sorte que X,(x0) s’identifie a (xc, ~0). L’exponentielle pour la structure affine 
des feuilles d&nit alors, au voisinage de (x0, ~a), un diffeomorphisme local 4 de 
CO x R” dans U..,, pour lequel $(x0, WO) = x0. Par le theoreme des fonctions im- 
plicites, il existe au voisinage de x0 une application differentiable locale unique 
V de CO dans R”, telle que 4(x, V(x)) = x et V(XO) = wa. 
Pour x voisin de x0 dans CO, V(x) est le vecteur vitesse dune geodesique fer- 
mee “yX pour la structure affine 0, de la feuille L,. Le lacet -yX Ctant voisin de y, 
son holonomie pour le feuilletage & est triviale; par suite, son holonomie li- 
neaire pour 0, est egalement riviale. 11 en resulte que “lx est une gtodesique 
periodique de (L,, 9,). Son vecteur vitesse en chaque point &tend, au voisi- 
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nage de h, en un champ de vecteurs parallele sur (L,, Vx), dont 7x est une or- 
bite periodique de periode 1. On note X le champ de vecteurs construit ainsi au 
voisinage de y; il est tangent a l, parallele pour la structure affine des feuilles, 
coincide avec Xb sur &, et de plus son flot au temps 1, 41, fixe tous les points de 
C,-, voisins de x0. 
Notons a = ixw. Le fait que X est parallele le long des feuilles implique que (Y 
est basique. 
Soit N la (n + I)-variete reunion des orbites ptriodiques de X qui rencon- 
trent CO au voisinage de x0. Sur N, X est periodique de periode 1. On definit une 
parametrisation naturelle (0,x1,. . .,x”) de N, od x1,. . . ,x” sont des co- 
ordonnees locales sur CO, et Xl,,, = a/as. La forme WN induite par w sur N 
s’ecrit alors 
w,,! =ddr\ct+ c cq(x$)dx’r\dxj. 
i<j 
Comme dwN = 0, et cy est independante de 0, les aq sont affines en 13, done in- 
dependantes de 8. D’ou finalement da = 0; c’est-a-dire que, au voisinage de y, 
on a itendu X, de man&e unique en un champ hamiltonien X tangent aux 
feuilles, et dont le flot au temps 1 fixe les points de CO voisins de x0. 
Observons maintenant que, si x est un point de CO voisin de x0, +yx l’orbite de 
X passant par ce point, (I,,, Ox) la feuille de L passant par x, l’holonomie du 
feuilletage C suivant le lacet T,~ est triviale; il en est done de mtme de l’holono- 
mie lintaire de V,,. Par suite, le transport parallele suivant 0, le long du lacet -yx 
est une translation locale. Comme il fixe le point x, il fixe aussi les points voisins 
c.a.d. que le flot au temps 1 de X fixe tous les points voisins de CO, done finale- 
ment tous les points voisins de y. 
Le champ de vecteurs X obtenu est local; mais l’unicite entraine qu’en pro- 
cedant de mime au voisinage de chaque orbite de X,, on obtient un champ 
hamiltonien X defini dans tout un voisinage de la feuille compacte &, et ayant 
les proprittts ntcessaires pour engendrer l’action hamiltonienne cherchte. 
2.3. Reduction du problhme d’kquivalence 
On se place dans les hypotheses du Theoreme A. 
En passant au quotient par l’action hamiltonienne prolong&e de Tk, on ob- 
tient a partir d’un voisinage ouvert U de LO dans M une varitte de Poisson re- 
guliere (U, A,) sur laquelle le feuilletage C se projette en un feuilletage J? qui 
est Lagrangien dans chaque feuille symplectique. 
Le moment JU de l’action de Tk, normalise par la condition Ju(Lo) = 0, se 
factorise en une submersion 70 : U --f Rk dont les fibres definissent le feuille- 
tage symplectique de la variete de Poisson. Si A4 = J6’(0) est muni de sa forme 
symplectique W, alors (H, W, C) apparait comme la reduction de Marsden- 
Weinstein de (M, w, ,C) sous faction hamiltonienne de Tk, au voisinage de I!& 
Notons LO la feuille de z obtenue par projection de &. Comme son holono- 
mie s’identifie a celle de & dans L, elle est linearisable. 
202 
Si 4” est une equivalence symplectique, dans le voisinage U de LO, de 
(M, w, C) avec (T*&, wo, LO), envoyant LO sur la section nulle, par unicite de 
faction hamiltonienne prolong&e @ti passera au quotient en une equivalence 
Poissonienne $0 de (t?, A,, 2.) avec le modele (PO, As, CO) construit en $2.1. 
On est ainsi amen& pour classifier les germes de feuilletage Lagrangien au 
voisinage d’une feuille (b, VO) a holonomie linearisable, a classifier les germes 
de feuilletage Lagrangien dans une variete de Poisson au voisinage d’une feuille 
(LO, V) a holonomie linearisable. Une partie de ce probleme reduit est la clas- 
sification du germe de feuilletage Lagrangien au voisinage de (LO, VO) dans la 
feuille symplectique, ce qui est a proprement parler la reduction de Marsden- 
Weinstein du probleme de classification considere. 
Le cas que l’on va traiter maintenant. en dtmontrant le Theoreme B, est un 
exemple d’application de cette technique de ‘devissage’. 
3. THEOREME DE CLASSIFICATION QUAND (ahOr,) = (U2,V,vy) 
3.1. Soit (M, w, C) un feuilletage Lagrangien, avec (U’, VNY) comme feuille 
H holonomie linkarisahle 
Notons (U*, VNY) = (LO, VO). 
Sur T’Lo, on utilisera les coordonnees (@, 02, u, w) introduites en $1.2. 
En vertu du Theoreme A, faction par translations de S’ sur (LO, VO) difinie 
par Q. (@, e2) = (0’ + o, 02) se prolonge sur un voisinage ouvert U de LO en 
une action hamiltonienne le long des feuilles de L. On note encore (U, A,-J, 2) 
l’espace des orbites de cette action, muni de sa structure de Poisson et du 
feuilletage projete, et &I la feuille de ,? obtenue par projection de Lo. 
La lintarisabilite de l’holonomie permet d’identifier (u, 2) avec un voisinage 
de & dans la variete feuilletee (PO, &) definie en $1.2. La trivialitt des S’-fib& 
principaux U -+ ti et T*& -+ PO au voisinage de & nous permet alors d’iden- 
tljier ( U, C) avec un voisinage de la section nulle duns (T * LO, LO), de manihe que 
les actions de S’ dkjinies sur ces deux vari&!s cofncident. 
Sip : T’Lo + PO est la projection, on aura alors U =p( U). On rappelle que 
PO = S’ x R2, la projection p etant definie par p(B’,0*,u, w) = (e2,u, w). Le 
feuilletage L = LO est defini par du = dw - ude2 = 0. On a vu que la forme ca- 
nonique de T * LO s’tcrit 
(*) w. = de’ Adu+dB’ A dw+;du 
[ 1 
de sorte que la forme symplectique desfeuilles symplectiques de (PO, A,) est in- 
duite par de2 A dw, tandis que le moment normalise de l’action hamiltonienne 
de S’ sur (T*Lo,wo) est u. 
Soit U le moment normalise de l’action hamiltonienne de S’ sur (U, w) definie 
par le Theoreme A. C’est une fonction basique pour L = LO, d’ou [ii = 0 ou 
E = d/de* + u(apw). c omme U = 0 sur LO, on en dtduit immtdiatement que 
ii = u. qe2, U, w), 
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En composant l’injection U + T *& avec l’inverse du diffeomorphisme 
(6 e2, u, w) -+ (e1,e2,u,w4) 
qui respecte le feuilletage Lo, on se ram&e au cas ii = u. 
Finalement, la forme symplectique s’ecrira dans U 
(**) 
w=dd’Adu+g(B2 , u, w)de2 A dw + h(e2, u, w)de2 A du 
+ 1(e2, u, w)du A dw. 
En Ccrivant que la connection affine le long de la feuille LO est VNY, on obtient 
de plus les conditions 
(**)’ g(e2, 0,O) = 1 et h(02, 0,O) = cstte.. 
3.2. Dhfinition de I’invariant f( w) 
Compte tenu du travail preliminaire fait au paragraphe precedent, classifier les 
germes de feuilletage Lagrangien au voisinage d’une feuille (U’, VAT) a holo- 
nomie linearisable revient a classifier, au voisinage de la section nulle de T*U2, 
les germes de formes symplectiques (**), module les dtjiiomorphismes qui res- 
pectent lhction de S’, le moment u, et lefeuilletage LO. 
Proposition 1. Le germe en 0 de la fonctionf(w), avecf(0) = 1, definiepar 
f(w) = J g(4 0, w)dd 
0 
est un invariant du germe de forme symplectique (**). 
Preuve. La forme gtnerale d’un diffeomorphisme de T *U2, au voisinage de la 
section nulle, respectant l’action de S’, le moment U, et le feuilletage LO, est: 
4(@ > e2, u, w) 
= (0’ + G(02, U, w), 13~ +F(B2, U, w), u, w + u[F(02, u, w) +H(02, u, w)]) 
oti H(fY2, u, w) est une fonction basique pour le feuilletage Lo. 
Si 4*w = WI, oti 
wl =dO’~du+g,d~~~dw+h,dc9~~du+l~du~dw, 
on aura en particulier: 
g1(e2,0,w) =g(e2+F(e2,0,W),0,W) 
I 
d’oti J; gr (0,0, w)d6’ = J; g(B, 0, w)dtX III 
Du point de vue symplectique, l’invariantf(w) ainsi obtenu est naturellement 
lie a la variable action defeuilletage Lagrangien rkduit sur la feuille symplectique 
u = 0 de la variete de Poisson (PO, A), oti A est le tenseur de Poisson defini par w. 
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Le reste de notre travail va etre, pour demontrer le Theoreme B, de prouver 
que l’invariant f(w) caracterise ci Pquivalence prts le germe de forme sym- 
plectique. En fait, on demontrera que la forme (**) est equivalente a la forme 
(M) w = d$’ A du +f(w)d@* A dw. 
La demonstration se fera essentiellement en deux etapes: 
Dans une premiere &tape, on se ramenera au cas ou g(f?‘, U, w) = f( w). En 
d’autres termes, on demontrera l’equivalence au niveau de la variete quotient 
PO = S’ x R* entre les structures de Poisson A et il associees respectivement a
w et W, par un germe de diffeomorphisme respectant u et le feuilletage projete 
LO. 
Cette premiere ttape comprendra une partie formelle, ou l’on se ramenera au 
cas oh le jet infini de g(8*, U, w) le long de u = 0 coincide avec celui def(w). 
Pour conclure cette &ape, on utilisera un lemme d’extension qui est un cas 
particulier du thioreme d’extension de Whitney [Wh]. 
La deuxiime &ape permettra de relever l’equivalence Poissonnienne pre- 
cedente en une equivalence symplectique. 
3.3. Equivalence entre (PO, A, I$, u) et (PO, A, CO, u) au voisinage de LO 
(a) Equivalence formelle le long de u = 0 
Sur PO, les feuilletages ymplectiques associes a A et j coincident avec les sur- 
faces de niveau de U, les formes volumes le long des feuilles Ctant respective- 
ment induites par g(0*,u, w)d0* r\dw et f(w)de* r\dw. On rappelle que 
g(8*, 0,O) = 1, et par suitef(0) = 1. En particulier, f ne s’annule pas au voisi- 
nage de w = 0. 
Considerons la strie de Taylor de g le long de u = 0: 
go@*, w) + ug, (8*, w) + . . . + &k(Q2, w) + . . . 
otif(w) = Ji go(8, w)d8, etf(0) = go(f?*,O) = 1. 
Considerons un diffeomorphisme local $0 de PO sur PO, au voisinage de LO, de 
la forme 40(82, 24, w) = (I!?* + Fo(e2, w), U, w + do(e2, w)). 
La condition pour que 
4;[(f(w))dB2 A dw] = g(8*, u, w)de2 A dw modulo u 
s’ecrit: 
f(-)[l +z] =govCw) 
sort, comme 
f(w) # 0, 
dF0 
s = 
go(f2, w) -f(w) 
f(w) 
Comme, par definition def(w),‘on a 
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il suffit de prendre 
et on se ram&e ainsi au cas oti g0(e2, w) =f(w). 
Supposons, par hypothese de recurrence, qu’on se soit ramene au cas oti 
go(e2,w)=f(w) et g1(e2,W)=-~=gk-1(e2,W)=0. 
On posera alorsfk(w) = Ji gk(e, w)de et 
Fk(e2, w) = 7 gkCeJ w) -fkCw) de 
0 f(w) . 
Considerons alors le diffeomorphisme local & de PO sur PO defini par: 
&(@, U, 4 
= (e*+~ k-'gk(W)+UkFk(e2,W),U,WfUkgk(W)fUk+'Fk(e2,W)). 
La condition pour que 
q;[(jyw))de2 A dw] = g(e2, u, W)de2 A dw modulo uk+t 
s’ecrit: 
[f(w)i!k(W)l'=h(W). 
I1 suffit done de prendre gk = l/f s: fk(t)& et on se ram&e au cas oti 
gk(e2, W) = 0. 
Finalement, on s’est ramentpar rthrrence au cas 0z.j g(e2, u, w) etf(w) ont la 
mtme sPrie de Taylor le long de u = 0. 
(b) Equivalence locale au voisinage de LO 
On considere un diffeomorphisme local 4 de PO de la forme: 
$*(e2,u, W) = (e2 +F(e2 : 2.4, w), u, w + uF(e*, u, w)). 
La condition 
$*[f(W)de* A dw] = g(e2 , u, w)dtl* A dw modulo du 
s’ecrit 
(1) 1 =g. 
Pour reformuler cette equation, on introduit la fonction r(w) definie par: 
I, 
(2) T(w) = Jf(t)dt. 
0 
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Comme r’(0) =f(O) = 1, cette fonction est localement inversible. 
Si E = d/de* + ~(a/&), l’equation (1) se met sous la forme: 
(3) E(r(w + uF)) = w, 
si bien que pour demontrer l’equivalence locale cherchte, il suffit de trouver une 
fonction G(0*, U, w) telle que 
(4) e(G) = ug avec G(Q2,0, w) = T(w), 
de maniere qu’en posant F = (l/~)[T-‘(G(f3~,~,w)) -w], on obtienne une 
fonction differentiable, d&fin&ant l’equivalence cherchee 4. 
De maniere equivalente, en posant G = G - T(w), on peut remplacer (4) par 
les conditions Cquivalentes: 
(5) J(G) = ug avec C(e*, 0, w) = 0 
oti g = g -f est plate le long de u = 0. 
Comme on travaille au voisinage de l’orbite u = w = 0 du champ [, on va se 
placer sur la section 8* = 0 du flot 1. L’application de premier retour sur cette 
section est l’application (0, U, w) --+ (0, U, u + w). Elle envoie en particuliere l’axe 
w = 0 sur la bissectrice u = w. Partant du jet infini de la fonction 0 le long de 
l’axe w = 0 et integrant (5) le long des trajectoires jusqu’au premier retour, on 
dtfinit un jet infini le long de la bissectrice u = w, et le fait que g est plate en 0 
entraine que ce jet sera nul a l’origine. 
On peut alors utiliser un lemme d’extension classique, voir Lemme 2.6, page 
99 dans [G-G]. 11 existe une fonction differentiable de (u, w) dont le jet infini est 
nul sur l’axe w = 0, tandis que son jet infini sur la bissectrice u = w est celui 
obtenu ci-dessus. Notons Go(u, w) la restriction de cette fonction a la partie A 
du plan comprise entre ces deux orbites. 
En integrant (5) le long des trajectoires de < qui rencontrent A, on dtfinit a 
partir de la valeur initiale G(0, U, w) = Go(u, w) une fonction differentiable en 
dehors de u = 0. Le seul point restant a verifier est la d@rentiabilitP de G le long 
de u = 0. Pour cela, on montrera que pour tout p E N*, il existe v > 0 et une 
constant C, tels que, dans un voisinage fixe une fois pour toutes Iw] < a, la 
condition ]u\ < v entraine lG(e2,u, w)l < C+Ip. 
En premier lieu, comme Go est plate a l’origine, il existe vo > 0 et Cd tels que, 
pour (u, w) E A, Iu( < vo on a IGo(u, w)l < Ci]$‘. 
De meme, 2 &ant plate le long de u = 0, il existe ~1 > 0 et C[ tels que si 
(~1 < vI on a lg(e2+,w)I < CJuIp+‘. 
Soit alors (0*, U, w) tel que 0 < ]u] < v = inf.(vo, ~1). Pour atteindre (8*, U, w) 
a partir de A en suivante les trajectoires de & on aura a parcourir au plus ]w/uI 
fois une trajectoire complete partant de la section et y revenant. Pendant une 
telle trajectoire, IG] augmentera u plus de C:]U(~+‘, si bien que: 
IG(e*,24, w)\ < [Cd + aC:] . Iz@, 
d’ou le resultat. 
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3.4. Fin de la preuve du ThCor6me B 
L&ape precedente ram&e la demonstration de l’equivalence ntre les germes 
definis par les formes (w) et ( * * *) ~ via un diffeomorphisme respectant CO - au 
cas oti la forme w s’ecrit: 
(6) w = d/3’ r\du+f(w)dO* ~dw+h(B~,u,w)d~*~du+1(~*,u,w)du~dw. 
On rappelle que w = de’ A du +f(w)dfl’ A dw. 
Soit alors 4 le diffeomorphisme local de T*U* defini par 
@‘, 8*, u, w) = (0’ + H, 02, u, w) 
avec dH/aw = Z(O*, u, w). En remplacant w par qw, on se ramene au cas ou 
I= 0, ce qui implique que dh/dw = 0. On s’est done ramene au cas oh: 
(7) w = do’ A du +f(w)d02 A dw + h(@, u)d02 A du. 
Soient alors o(u) definie par Q(U) = Jf h(B, u)dO, et Hl(O*, u) = 
s,“’ [h(O, u) - a(u)]dO. 
Le diffeomorphisme local $1 dtfini par 
#,(B’J?*, U, w) = (0’ - HI(~*,u), 02, u, w) 
verifie 4;~ = do’ A du +f(w)d02 A dw + a(u A du. On s’est done ramene 
au cas ou: 
(8) w = d0’ A du +f(w)d02 A dw + a(u)dQ* A du. 
Finalement, on va chercher des fonctions H~(u, w) et F2(u, w) telles que le dif- 
feomorphisme local $2 : T*T* --f T*U* defini par 
42(@,02, u, w) = (0’ + H2(u, w), O2 + F2(u, w), u, w + uF2(u, w)) 
vtrifie &W = w. Ceci se traduit par les conditions: 
(9) I 
Posant, comme en $2.3(b) G~(u, w) = F(w + uFl), oti r(w) = j:f(t)dt, on voit 
qu’il suffit de prendre G2(24, w) = F(w) + Jt a(s)ds, ce qui determine F2 par la 
formule F~(u, w) = (~/u)[F-‘(G~(u, w)) - w], puis Hz(z.4 w) a partir de sa deri- 
vee dHz/dw, donnee par (9). 
Ceci acheve la preuve du Theoreme B. •! 
3.5. Signification de l’invariant f( w) en termes de gbomktrie affine 
On a prouve que le feuilletage Lagrangien (M, w, l), avec comme feuille 
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(Lo, 0,) = (U2, VNY) $ holonomie linkarisable, est classifii au voisinage de la 
feuille par le germe en 0 de la fonction f(w), avec f(0) = 1, dkfinie prk- 
ckdemment. On a dkj:ja observt: que cet invariant est dCfini par la coordonnke 
action du feuilletage Lagrangien rtduit sous l’action hamiltonienne de S’. On 
peut donner un autre interprktation de cet invariant, en termes de ghomktrie 
affine, en utilisant les coordonnkes (e’, 13~, U w) introduites antkieurement. 
Dans la sous-vari& u = 0, les feuilles du feuilletage Lagrangien sont des 
tores dont la structure affine admet l’action de S’ comme action par trans- 
lations. Suivant N. Kuiper [Ku], toutes les structures affines de ce type sont 
obtenues en faisant le quotient de R* par G = (a, b), oti a(x, y) = (x + y;y + 1) 
et b(x, y) = (X + cy, y), et le nombre cy est le seul invariant de la structure affine. 
Ceci ktant rappelt, quand la forme symplectique w a l’expression don&e par 
(***), c.a.d. (3 = de’ A du +f(w)d02 A dw, le parallklisme sur la feuille u = 0, 
w = wg, dttfini par les champs (6’/8@), (a/ae2) -f(w)0*(a/@), le second 
multivaluk, dt-finit la structure affine de la feuille, ce qui correspond i 





Arnold,,,, - Mtthodes mathimatiques de la mkcanique. Editions Mir, Moscou (1974). 
Cur&-Bosch, C. - Sur les feuilletages Lagrangiens i holonomie linkaire. C.R. Acad. 
Sci. Paris 317,605-608 (1993). 
[Cur-Mo( l)] Cur&s-Bosch, C. and P. Molino - Voisinage d’une feuille compacte dans un feuille- 
tage Lagrangien: le problkme de lintarisation symplectique. Hokkaido Math. J. 
23,355 - 360 ( 1994). 
[Cur-Mo(2)] Cur&-Bosch, C. and P. Molino - RCduction symplectique d’un feuilletage La- 
grangien au voisinage d’une feuille compacte. C.R. Acad. Sci. Paris 318,661-664 
(1994). 
Pal Dazord, P. - Sur la giom&rie des sous-fibris et des feuilletages Lagrangiens. Ann. SC. 
EC. Norm. Sup. 4-13,465-480 (1981). 
[G-G1 Golubitsky, M. and V. Guillemin - Stable mappings and their singularities. Vol. 14, 
Springer-Verlag, G.T.M. (1973). 
WI Kuiper, N.H. - Sur les surfaces localement affines. Colloque de GCom. Diff. Stras- 
bourg (1953). 
tMo1 Molino, P. - Exposts au Skminaire Sud-Rhodanien, Avignon (1990) et Marseille 
(1990). 
[Na-Ya] Nagano, T. and K. Yagi - The affine structures on the real two torus. Osaka J. Math. 
11,181-210 (1974). 
[Wei] Weinstein, A. - Symplectic manifolds and their Lagrangian submanifolds. Advances 
in Math. 6, 329-346 (1971). 
Whl Whitney, H. - Analytic extensions of differentiable functions defined in closed sets. 
Trans. Amer. Math. Sot. 36 (I), 63-89 (1934). 
(First version received April 1996) 
209 
